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概 要
An Enriques surface S is called of type E7 if the twisted Picard lattice
Pic!S contains the (negative de¯nite) root lattice of type E7 as a sublattice.
Assume that S is not of type E8 or E7 + A1. Then the period of S of type
E7 is the same as that of a curve of genus two y2 = g1(x)g2(x)g3(x) with
a GÄopel subgroup, where g1; g2; g3 are quadratic polynomials. An Enriques
surface S of type E7 is birationally equivalent to the quotient of a quartic
surface f(A1xt+ yz)+ (A2yt+xz)+ (A3zt+xy)g2+4Dxyzt = 0 ½ P3 by the
standard Cremona transformation (x : y : z : t) 7! (1=(A1x) : 1=(A2y) :
1=(A3z) : 1=(A1A2A3t)). Moreover, the coe±cients A1; A2; A3 are equal
to D(g1)R(g2; g3); D(g2)R(g1; g3); D(g3)R(g1; g2) and D = fdet(g1; g2; g3)g2,
where D(gi) is the discriminant, R(gi; gj) is the resultant and (g1; g2; g3) is










f(A1xt+ yz) + (A2yt+ xz) + (A3zt+ xy)g2 + 4Dxyzt = 0 (1)





2010年度   pp.108-115
1
を考える．ただし、A1; A2; A3; D 2 C n f0gは非零定数である．この 4次曲面は 4
個の座標点 (1000); : : : ; (0001)でD4型の有理 2重点をもち、それら以外では非特異
である．その極小非特異化を X = X(A1:A2:A3:D) とする．4次曲面と座標平面との
交わりは（2重）2次曲線である．特異点解消とこれら 4本の 2次曲線（例えば、











ここで、Ci; 1 · i · 4;は 4本の 2次曲線の強変換を表す．グラフにおけるこれらの
補集合がEi; 1 · i · 4;を中心とするD4型Dynkin図形 4個の疎な和集合になって
いる．
定義式 (1)は座標の置換 (xy)(zt); (xz)(yt); (xt)(yz)で保たれる．よって，Xには
Z=2£Z=2（Kleinの 4元群）が作用する．それだけでなく、(1)はP3の標準Cremona
変換














(s21 ¡ 4s2)2 = 64s4 (4)
と同値である3．ただし、siは A1; A2; A3; Dの i次基本対称式である．よって、(4)









置換 (xy)(zt); (xz)(yt); (xt)(yz)とCremona 変換 (3)と可換なので、K3曲面Xへの
Z=2£ Z=2作用は Enriques曲面 Sへの作用に落ちる．





で割ったものである．この局所系の第 2コホモロジー群HS := H2(S;Z!S) ' Z12は
重み 2のHodge構造をもつ．HS ­Z CはH2;0 ©H1;1 ©H0;2 と分解され、Hodge数
は 1; 10; 1である．Z!S £Z!S ! ZS は内積を定め、これでもってHSは階数 12、符号
数 (2; 10)の odd unimodular格子（記号は I2;10）になる．また、Hodge構造の偏極
が与えられる．捩れ Picard格子はHSの (1; 1)部分に他ならない．
定理 1 [Torelli型定理] 二つのEnriques曲面S; S 0に対して、それらの偏極Hodge構
造HS; HS0が同型ならば、Sと S 0は同型である．
言い換えると Enriques曲面の同型類の集合からの周期写像
fEnriques曲面 g=同型! ~D10=O(I2;10); S 7! HS (6)













3. 制限写像O(I2;10; E7)! O(Z; diag[1; 1;¡1;¡1;¡2])は全射である．
これらと上のTorelli型定理より周期写像
fE7型 Enriques曲面 g=E7同型! ~D3=O(Z; diag[1; 1;¡1;¡1;¡2]) (7)
は単射である．




























位数 4の部分群G ½ Aで、2等分点群上のWeil pairing A(2)£A(2) ! ¹2の制限が零
になっているものである．この条件は直線束L­2が商Abel曲面X=G上の直線束L0
に descentすることと同値である．よって、(A0 := A=G;L0)は再び主偏極Abel曲面
である．また、Aの 2等分点群A(2)のA! A0による像G0は (A0; L0)のGÄopel部分
群である．H2=¡¤0(2)は H2=¡0(2)を Fricke元の導く H2=¡0(2)の対合（Fricke 対合）
で割ったものであるが、この対合は (A;L;G)を (A0; L0; G0)をうつす．
主偏極Abel曲面 (A;L)は楕円曲線の直積ではないとしよう．このとき、(A;L)は
種数 2の曲線 Cの Jacobi多様体 JacCと同型である．Cは 6点を分岐とする P1の
2重被覆 y2 = f6(x)と表される．GÄopel部分群Gを選ぶことは分岐の 6点を 3個の
対に分けることと対応するので、(C;G)の定義式は 3つの 2次式 g1; g2; g3を用いて
y2 = g1(x)g2(x)g3(x)と表わされる．ただし、gi(x) = 0の零点を qi; ri（Weierstrass





定理 2 Enriques曲面 SはE7型であるが、E8型でも (E7 +A1)型でもないとする4．
Sの周期に (7)と (8)でもって対応するGÄopel部分群付主偏極Abel曲面を (A;L;G)
とする．(A;L)は種数 2の完備非特異代数曲線 C の Jacobi多様体 JacC と（偏極
を込めて）同型で、Gに対応する Cの表示を y2 = g1(x)g2(x)g3(x)とする．このと
き、Sは
A1 = D(g1)R(g2; g3); A2 = D(g2)R(g1; g3); A3 = D(g3)R(g1; g2);
D = fdet(g1; g2; g3)g2
(10)
を係数とする 4次曲面 (1)の極小特異点解消X = X(A:B:C:D)の対合 "による商と同
型である．ただし、D(gi)は 2次式の判別式、R(gi; gj)は 2次式対の終結式である．
また、(g1; g2; g3)は 2次式 g1; g2; g3の係数を並べて得られる 3次正方行列である．
注意 3 対応する主偏極Abel曲面 (A;L)が（偏極も込めて）二つの楕円曲線の直積
と同型になるとき、Enriques曲面はE8型になる．
この定理で除外されているE8型や (E7+A1)型の全体はE7型全体（モジュライ）
の中で、余次元 1の部分族をなす．E8; (E7 +A1)型にも有効な形に定理を改良する
ことができる．そのために、A1A2A3 6= 0と仮定して、射影平面 P2(x:y:z)の 2重被覆
¿ 2 = xyzf(A1xt+ A2yt+ A3zt)(yz + xz + xy) +Dxyzg (11)
を考えよう．分岐は座標 3角形 xyz = 0と 3頂点を通る 3次曲線
(A1xt+ A2yt+ A3zt)(yz + xz + xy) +Dxyz = 0 (12)
の和である．（ただし、D = 0のとき、上の 3次曲線は可約．）この 3次曲線は P2の
Cremona変換 (x : y : z) 7! (1=(A1x) : 1=(A2x) : 1=(A3x)) で不変であるので、2重
平面 (11)はCremona変換の持ち上げ












で保たれ、極小特異点解消X = X(A1:A2:A3:D)に対合 "が誘導される．(4)が成立し
ないとき、"は固定点をもたず、Enriques曲面 S = X="が得られる．
D 6= 0のとき、(11)は 4次曲面 (1)の双有理同値類を点 (0001)からの射影でも
って２重平面表示したものに他ならない．よって、(11)は (1)と共通の特異点解消
X = X(A1:A2:A3:D)をもつ．しかし、族 (11)はD = 0でも Enriques曲面が得られる





注意 4 この (E7 + A1)型は数値的に自明な対合 (numerically trivial involution)の
分類の一環として拙著 [9]で研究された．実際、被覆の 2枚のシートを入換える対合
¿ 7! ¡¿ は Sの有理係数コホモロジー群H2(S;Q)に自明に作用する．
注意 5 D 6= 0のときの (11)（(1)と言っても同じ）の対合 ¿ 7! ¡¿ は Sの整係数コ
ホモロジー群H2(S;Z)に鏡映として作用する．H2(S;Q)に鏡映として作用する対合





¿ 2 = u3 + f(t2 ¡ p1)2 ¡ p2gu2 + (p4 ¡ 2p3t2)u (14)
を考察する．ただし、tは底射影直線 P1 の非斉次座標、¿; uは ¯ber座標である．
(¿; u) = (1;1)を 0切断とみなす．(¿; u) = (0; 0)はこれと疎な切断で、2-torsionに
なっている．極小非特異化は t =1において可約 ¯berをもつが、それは p3 6= 0の
とき I12型（12角形）、p3 = 0のとき I16型である．また、対合












曲面がえられる．（これは p3 = 0の場合にBarth-Peters[2]によって研究された．）
さて、P2において座標 3角形 xyz = 0と可約 3次曲線 (A1xt+A2yt+A3zt)(yz +
xz + xy) = 0 で生成される 1次元線形系 (pencil)を考える．これはK3曲面 (11)の





Abel曲面 (A;L;G)より数 p1; p2; p3; p4が定まり、Sは楕円K3曲面 (14)を対合 (15)
で割ったものと同型である．SがE8型でないのは p3 6= 0と同値で、このとき、4個
の係数は





係数 p1; p2; p3; p4は H2=¡¤0(2)上の重み 2; 4; 6; 8の保型形式になっていて、保型形
式環の偶数次部分を生成していることが面白い．（H2=¡0(2)では重み 2; 4; 4; 6の保型
形式で生成されている (Ibukiyama[5, x6])．）
注意 6 E7型の Enriques曲面のモジュライは荷重射影空間 P(1 : 2 : 3 : 4)（佐武コ
ンパクト化）から (4)に対応する因子（Humbert曲面）を除いた部分である．
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